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Kirjoita kaikkiin papereihin nimesi, opiskelijanumerosi. Voit kirjoittaa samalle
sivulle useitakin tehtdvis, néin sistdmme luontoa. Laskin on sallittu.

1) a) Kuinka monta positiivista kokonaislukuratkaisua on yhtloHs
1+ Zyg+xs+ x4 =10

b) Enti ei-negatiivista kokonaislukuratkaisua?

-2) a) Keksi jokin sopiva rekursio sille jonolle, jonka emafunktio on

_ 1+x
13z 222

Laske jonon ensimmaiset viisi termis.

F

b) Olkoon (b,)%2, sellainen lukujono, jonka em#funktio on L’_—ﬁ Miké on termin
) b111 arvo? :

3) Permutaation m esityksestd puuttuu viisi lukua
. 123456728
h 8 2 5
a) Kuinka monella eri tavalla voidaan kirjoittaa puuttuvat luvut ylla olevaan
esitykseen?
b) Montako inversiota on permutaatiolla 7 vahintdin? Entd enintdin?
¢) Kuinka monella eri tavalla voidaan kirjoittaa puuttuvat luvut yli olevaan
esitykseen siten, ettd 7 olisi syklinen permutaatio?
4) a) Osoita induktiolla, ettd Fibonaccin jonon termeille pitee, etté
B+ Py = Iy,

b) Osoita induktiolla, ettd 2% — 5” on jaollinen 11:114 (n € N).°
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Emé&funktio: Lukujonon (a,)2, = (ao, a1, a2, as, . . .) emdfunktioks: (generoiva funk-
tio) sanotaan seuraavaa potenssisarjaa

o
F= E anz™ = ag + 0% + agx® + agx® + - -

n=0

Permutaatio: Olkoon M jokin &&rellinen joukko, sellainen, ettd [M| = m. Bijektio-
ta joukosta M itseensd sanotaan joukon M permutaetiotksi. Eli funktion : M — M
on permutaatio, jos n(n;) ¥ n(n2) (n1,ne € M) seuraa siitd, ettd n, # ny. Toisin
sanoen permutaatiolla tarkoitetaan joukon alkioiden jotakin jarjestystd. Joukon M
kaikkien permutaatioiden lukumiird on ml.

Permutaation inversio: Yleensi oletetaan joukosta M, etté silld on jokin perus-
jarjestys. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan nyt, ettd M = [m] = {1,2,...,m},
jolloin alkioilla on luonollisesti suuruusjirjestys, jota voidaan tulkita perusjérjes-
tyksend. NEilld oletuksilla joukon M jotakin permutaatiota m voidaan méairittads
jonolla ai,...,Gm, missd a; = w(i). Esimerkiksi joukon [4] jokin permutaatio on
7(1) = 4,7(2) = 2,7(3) = 1, 7(4) = 3, jota merkitisin yksinkertaisesti merkinnalla
7 = 4,2,1,3. Olkoon taas ¢ joukon [m] jokin permutaatio. Paria (4,7) (3,5 € [m])
sanotaan permutaation o inversioksi, jos 1 < j, mutta o; > o;.

Syklinen permutaatio: I en cyklisk permutation ligger elementen alltid i sam-
ma ordning, men har forskjutits cykliskt si att permutationen far ett nytt forsta
clement. Toisin sancen, permutaatio 7 on syklinen, jos perusjoukon [m2] alkioita voi-
daan jirjestdd sellaiseen jonoon ai,...,am, ettd m(ay) = a1 ja n(a;) = a1, jos
1 <4 < m. Bsimerkiksi permutaatio ¢ = 3,1, 4, 2 on syklinen.

Fibonaccin jono: Maaritellasn Fibonaccin jonoa rekursiivisesti seuraavalla taval-
la: F] = F2 = 1Ja Fn = Fﬂ_1+Fm2;jOS n > 2.

Muita kiytdnnollisid kaavoja:

24 < 120; F = ma;




