Algoritmimatematiikka
Tentti 18.02.2010
Ei laskinta tai kirjallista materiaalia. Tautologia- ja interferenssikokoelma kiintépuolella.

Puolita saamasi konseptiarkit neljaksi A4-kokoiseksi paperiksi.
Kirjoita kunkin tehtavan ratkaisu eri paperille.
Eri tehtavien ratkaisupaperit kerataan erillisiin pinoihin.

1. Olkoon A = {a,b,c} ja R = {(a,a),(a,b), (b,a), (b,c)}.
(a) Mitéd seuraavista relaatio R on ja miksi: refleksiivinen, symmetrinen, transitiivinen,
ekvivalenssirelaatio?

(b) Esité relaation R refleksiivinen sulkeuma r (R), symmetrinen sulkeuma s (R) ja transi-

tiivinen sulkeuma ¢ (R) seké joukko R2.
2. Miké/mitkd ovat teorian ((AV B) — (C A D)) — (B — D) premissi(t) ja johtopaitos? Todista
teoria kdyttéen interferenssisaantoja.

(Huom. Todistus muulla tavalla tuottaa enintédn 3 pistettd.)
3. (a) Tarkastellaan rekursiivisesti esitettyd funktiota

(z), jos L= ()
f(z,L)= 1< cons(z,L), jos z < head (L)
cons (head (L), f(z,tail(L))) muuten

Tassé cons (z, L) tarkoittaa alkion z lisddmistd ensimmaéiseksi listaan L. Esitd yksi-
tyiskohtaisesti kaikki rekursion vaiheet lapikdyden, mité ovat f (3,(2,1,5)) ja f (4, (3))
(b) Todista, ettd n® — 2n2 +n -4 =0 (n®), kun n € N.

4. Tarkastellaan joukkoja

A = {z € N:floor (log, z) = 2}
B = {z € Lists[{a, b, ¢}] : jonon z pituus on 1}

(a) Esité joukot A ja B luetellen kaikki niiden alkiot.

(b) Vastaa kysymyksiin perustellen:

i. Onko funktion f : A — B mahdollista olla injektio?
ii. Onko funktion f: A — B mahdollista olla surjektio?
ii. Péteeko Vzr € A3y e N: z =4+ ymod4?

iv. Onko joukon B mahtavuus |B| = 57

—-

(Huom. Jos et osaa kohtaa (a), voit kuitenkin vastata kohtaan (b), kun keksit itse jotkin
kaksi joukkoa A; ja B; siten, ettd ne ovat epityhjid ja lisiehtona téssi tapauksessa on, etté
B, :ssé on enemman alkioita kuin A;:ssa.)




Loogisia ekvivalensseja eli tautologioita

Negaatio | Disjunktio | Konjunktio | Implikaatio
—p=p | pVt=t pAt=p p—ot=t
pVe=p phe=e p—e=-p
pVp=p |pAp=p t—p=p
pV-p=t | pA-p=e |[e—p=t
p—op=t
Pp—q=-pVyg
pP—g=-g—-p
=9 =pAr—g
Vaihdantalait | Liitdnt&lait Osittelulait
PAgG=gAp | pA(gAT)=(PAQAT [ pA(gVr)=(PAq)V(PAT)
pPVg=4qVp | pVVr)=(@VgVr|pV(gAr)=(@VgA(pVr)
De Morganin lait Absorptio
“(pAg)=-pV-q | pA(pVq)=p
“(pVag)=-pA-q|pV(pAg =p

pA(-pVg) =pAg
pV(-pAg =pVyg
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Ekvivalensseja

-Vz W(z) = 3z -W(z)

-z W(z) = Ve -W(z)

Vz (A(z) A B(z)) = Vz A(z) AV B(x)

3z (A(z) V B(zx)) = 3z A(z) V 3z B(z)
Ve Vy W(z,y) = YyVz W(z,y)

3z (A(z) — B(z)) = Vz A(z) — 3z B(x)
Iz 3y W(z,y) = JyIa W(z,y)

Vz (CV A(z)) = C VvV A(x)
Jz (CV A(z)) = CV 3z A(x)
Vz (C — A(zx)) = C — Yz A(z)

Vz (C A A(z)) = C AVz A(x)
3z (C A A(z)) = C A3z Alz)
3z (C — A(z)) = C — 3z A(z)

vz (A(z)

= C)=3zA(z) - C

3z (A(z) - C) =Vz A(z) —» C

Implikaatioita

3z (A(z) A B(z)) = 3z A(x) A 3z B(z)

Vz A(z) = 3z A(z)
Vz (A(z) — B(z)) = Vz A(z) — Yz B(z)

Vz A(z) VVz B(z) = Yz (A(z) V B(z))
JyVz W(z,y) = Vo Iy W(z,y)




